Chapitre 12

Cinématique et dynamique du solide indéformable

=Pi-L
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12.1.1 Solide indéformable

@ Solide indéformable : systeme fermé constitué d'un ensemble de points
matériels dont les distances relatives sont constantes. || ne change ni de
volume, ni de forme, mais uniquement d’orientation spatiale.

O Référentiel

@ Cube
@ Point matériel : @ Solide indéformable : mouvements de
mouvement de rotation rotation du centre de masse et de rotation
du centre de masse propre autour du centre de masse.
T3 \ T \
\, \
0 \ o \
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12.1.1 Solide indéformable

@ Théoreme d’orientation : 6 coordonnées sont
nécessaires pour orienter un solide indéformable
quelconque par rapport a un référentiel donné.

© Position : 3 coordonnées cartésiennes

@ Orientation : 3 angles (Euler)

@ Démonstration : tétraedre régulier de
sommets A, B, C et D, et d'arréte r.

e Orientation : main droite

(AB x AC)- AD >0 B
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12.1.1 Solide indéformable

@ Théoreme d’orientation : 6 coordonnées sont
nécessaires pour orienter un solide indéformable
quelconque par rapport a un référentiel donné.

@ Position : 3 coordonnées cartésiennes

@ Orientation : 3 angles (Euler)

@ Démonstration : tétraedre régulier de sommets A, B, C et D, et
d'arréte r.

© Point A : 3 coordonnées cartésiennes (z,y, 2)
@ Point B : 2 angles (0, ¢) sur une sphéere de rayon 7 centrée en A.

© Point C : 1 angle 1) sur le cercle obtenu par intersection de deux
spheres de rayon r centrées en A et B.

© Point D : entierement déterminé par |'intersection de trois spheres
de rayon r centrées en A, B et C' et par |'orientation du tétraedre
(regle de la main droite).
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12.1.2 Angles d’Euler

@ Orientation : |'orientation d'un solide indéformable autour de I'origine O
peut étre repérée par des angles (¢, 0,1)) appelés angles d’Euler

© Repere absolu : (&1, &2, T3) associé au référentiel d'inertie

@ Repere relatif : (91, Y2, Y3) associé au solide indéformable

®,0,v N o~ oA
g) (y17y27y3)

A

@ Transformation : (&1, &, &3)

Y3

)
\J
3

0
© Précession : © Nutation : © Rotation propre :
Rotation d'angle ¢ Rotation d’'angle 6 Rotation d'angle ¢
autour de |'axe autour de |I'axe nodal autour de |'axe de
vertical Ox3 : Ou : rotation propre Oys :
Or1, — Ou Oxrs —> QOys Ou — Oy
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12.1.2 Angles d’Euler

@ Mouvements de rotation : une vitesse angulaire est associée a chaque
mouvement de rotation.

@ Précession : autour de |'axe vertical Ozx3 Leonhard Euler
: . 1707 — 1783
¢ = ¢ &3

@ Nutation : autour de I'axe nodal Ou
0=01u

© Rotation propre : autour de |'axe de
rotation propre Oys

Y =P

@ Vitesse angulaire : solide indéformable

Q=0¢+0+1p=0¢d;+00+v7s (12.1) |
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12.1.2 Expérience - Gyroscope a sphere sur coussin d’air

© La précession de vitesse angulaire @ est le mouvement de rotation de
|"axe du gyroscope autour de |'axe de symétrie vertical.

© La nutation de vitesse angulaire 0 est le mouvement de rotation de I'axe
du gyroscope dans un plan vertical radial.

© La rotation propre de vitesse angulaire ¢ est le mouvement de rotation
du disque de couleur autour de I'axe du gyroscope.
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12.1.2 Expérience - Toupies chinoises

@ On lance la toupie chinoise en lui donnant un mouvement de rotation
propre. Le moment de force dii a son poids lui confére un mouvement de
précession.

@ Ce qui distingue la toupie chinoise d'une autre toupie est sa forme
géométrique particuliere qui donne lieu a un couplage important des
mouvements de rotation propre et de précession avec la nutation.

@ Ce couplage a pour effet que la toupie se retourne sur sa pointe.
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12.1.2 Expérience - Disque d’Euler

@ On lance le disque d'Euler en le faisant tourner dans un plan vertical. Le
moment de force dii a son poids lui confere un mouvement de précession.

@ La précession du point de contact du disque d'Euler lui donne ce bruit
caractéristique.

@ La nutation qui amene progressivement le plan du disque a |'horizontale,
accroit la vitesse angulaire de rotation du point de contact, qui diverge
lorsque le disque s'arréte..
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12.1.3 Angles de Tait-Bryan

@ Angles de Tait-Bryan : ces angles sont une Peter Tait
variante des angles d'Euler adaptée pour 1831 — 1901
|"aéronautique.

©Q Lacet : analogue de la précession
© Tangage : analogue de la nutation

© Roulis : analogue de la rotation propre

George Bryan

Axe de tangage A Axe de lacet 1864 1929
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12.1.4 Vitesse et accélération de points du solide

O Référentiel absolu : référentiel d'inertie

Repere absolu : (&1, &5, €3) d'origine O

Référentiel relatif : référentiel accéléré du solide indéformable en
translation et en rotation a vitesse angulaire €2 par rapport au référentiel
absolu.

Repere relatif : (91,92, y3) d'origine A

Aucun mouvement relatif : le point matériel P appartient au solide
indéformable

v.-(P)=0 et a.(P)=0 (12.2)
Cinématique du solide indéformable : notation allégée
r.(P)= AP v, (A) =V, v, (P)=Vp

a,(A)= A, a,(P)=Ap (12.3)
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12.1.4 Vitesse et accélération de points du solide

@ Vitesses : deux points A et P du solide indéformable

Vo (P) = v, (A) + v, (P)+Q2 x 7, (P) (10.24)
—0

e Cinématique du solide indéformable : notation allégée
r.(P)= AP v, (A) =V, v, (P)=Vp (12.3)
@ Relation entre les vitesses : points A et P du solide indéformable
Vp=V,+Qx AP (12.4)
@ Relation entre les vitesses : points A et () du solide indéformable
Vo=Va+QxAQ (12.5)
o Relation entre les vitesses : points P et @) : (12.5) - (12.4)
Vo— Vp=Qx (AQ — AP) (12.6)

@ Relation entre les vitesses : points P et () quelconques du solide

Vo=Vp+Qx PQ (12.7)J
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12.1.4 Vitesse et accélération de points du solide

Accélérations : deux points A et P du solide indéformable (10.36)

a. (P) = ay (A) +a, (P) +Q (err (P)) 120 xv, (P)+Qx 7, (P)
= =0

Cinématique du solide indéformable : notation allégée

r.(P)=AP a, (A) = Aa a, (P)=Ap (12.3)
Relation entre les accélérations : points A et P du solide indéformable
Ap=A4+Qx (2 x AP)+Q x AP (12.8)
Relation entre les accélérations : points A et () du solide indéformable
A=A +Qx (2 x AQ) + 2 x AQ (12.9)
Relation entre les accélérations : points P et @) : (12.9) - (12.8)

Ao — Ap = Q x (Q « (AQ — AP)) + O x (AQ — AP)  (12.10)
Relation entre les accélérations : points P et () quelconques du solide

Ag=Ap+Q x (2 x PQ) + Q x PQ (12.11) |
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12.1.5 Roulement et glissement

@ Roulement avec glissement : (12.7)

Sphere ou cylindre

Ve =Vo+QxCG (12‘12)J plan vertical

ou VGEVQ et Vo=Vp

© Glissement sans roulement : Q2 =0

Vo = Ve (12.13)
(G = centre de masse

Translation du point de contact C sans C = point de contact

rotation propre du solide autour du centre

de masse G. A

©@ Roulement sans glissement : Vo =0 .
En roulement sans glis-

sement, le point de contact
C' change au cours du temps,
mais a chaque instant sa
vitesse par rapport au sol Vg
est nulle.

Ve =QxCG (12.14) |

Rotation propre du solide autour du centre
de masse (G sans translation du point de
contact C.
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12.2 Dynamique du solide indéformable
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12.2 Dynamique du solide indéformable

@ Solide indéformable : étant donné qu'un solide indéformable est un
systeme fermé de points matériels dont les distances relatives sont fixes,
les théoremes du centre de masse et du moment cinétique sont les méme
que pour un systeme fermé de points matériels.

© Théoreme du centre de masse : solide indéformable

Y F*=P=MAg car P=MVg et M =cste (12.15)J

Mouvement de translation et de rotation du centre de masse G

© Théoreme du moment cinétique : solide indéformable

Y M§* = Lo (12.16)J

Mouvement de rotation du centre de masse GG autour de |'origine O et
mouvement de rotation propre du solide indéformable autour d'un axe
passant par le centre de masse (&, évalués par rapport a l'origine O.
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12.2.1 Théoremes de transfert du moment cinétique

@ Quantité de mouvement : solide indéformable (11.88)

P=) p.=MVg (11.87)

@ Moment cinétique : évalué a I'origine fixe O (11.80)

Lo=) Loo=) OP,x p, (11.87)

@ Moment cinétique : évalué aux points O et P du solide indéformable

Lo =) OP.x pa=), (OP+PP.)x p,

«

=OP x Y pa+ )Y PP, x po=0P x MVg+ Lp (12.17)

@ Théoreme de transfert du moment cinétique : entre les points O et P

Lo=0OPxMVsg+Lp=RpxP+ Lp (12.18))
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12.2.1 Théoremes de transfert du moment cinétique

@ Théoreme de transfert du moment cinétique : entre les points O et P
Lo=0OPxMVsg+Lp=RpxP+ Lp (12.18)
@ Théoréeme de Koenig : (12.18) point P =G

Lo=0GxMVg+ Ls=Rg x P+ Lg (12.19))

@ Rotation du centre de masse : Rg x P (point matériel)

@ Rotation propre : L (solide indéformable)

@ Théoreme de transfert du moment cinétique : (12.18) et (12.19)
LPZ—OPXMVG—I—LO:(OG—OP)XMVG-I—LG (12.20)

@ Théoreme de transfert du moment cinétique : entre les points P et G

Lp =PG x MVg + Lo (12.21) |

@ Théoréeme de transfert du moment cinétique : entre les points C et G

Lo =CG x MVg + L (12.22) |
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12.2.2 Théoremes de transfert de moments de force

o Forces extérieures : solide indéformable (11.93)

Y F =) FX™ =M Ag (11.89)

@ Moments de forces extérieures : évalué a I'origine fixe O (11.81)

> MGt = Z Mg = Z OP, x F°* (11.89)

@ Moment de forces extérieures : évalué aux points O et P

Y M§*=> OP, x F>* =% (OP + PP,) x F

(0%

=OP x ) F™ +Z PP, x F

(8%

=OP x M Ag + ) Mg (12.23)

@ Théoreme de transfert de moments de force : entre les points O et P

MS® =0OPxMAg+Y M =Y RpxF™'4) M5 (12.24)
)
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12.2.2 Théoremes de transfert de moments de force

@ Théoreme de transfert de moments de force : entre les points O et P
Y MS* =O0PxMAg+)y Mg =) RpxF™'+Y Mg (12.24)

o Théoreme de transfert de moments de force : (12.24) point P =G

MSY=0GxMAg+)Y MS' =Y RgxF™+)Y M5 (12.25)
)|

@ Rotation du centre de masse : > Rg x F ' (point matériel)
@ Rotation propre : >, M5 (solide indéformable)

e Théoreme de transfert de moments de force : (12.24) et (12.25)
Y Mt = —O0PxM Ag+) M§* = (OG — OP)xM Ag+) M&*

@ Théoreme de transfert de moments de force : entre les points P et G

Y Mt = PG x M Ag + Y, M&* (12‘27)J

@ Théoreme de transfert de moments de force : entre les points C' et GG

Y MS =CG x MAg+ ) M& (12'22)J
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12.2.3 Théoremes du moment cinétique évalué en un point

@ Théoreme de transfert du moment cinétique : ou P = M Vg

Lo=Rpx MVg+ Lp (12.18)
o Dérivée temporelle du moment cinétique : (12.18) ou M = cste

Lo=RpxMVg+Rpx MVg+Lp (12.29)
@ Théoreme du moment cinétique : évalué a l'origine O

> M§* = Lo (12.16)
o Dérivée temporelle du moment cinétique : (12.29) dans (12.16)

> M§* =Vp x MVg+ Rp x M Ag + Lp (12.30)
@ Théoreme de transfert de moments de force :

Y ME*=Rp x MAg + ) Mg (12.25)

@ Théoreme du moment cinétique : en P (12.30) et (12.25)

Y Mg =Lp+VpxMVg (12.31)J
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12.2.3 Théoremes du moment cinétique évalué en un point

@ Théoreme du moment cinétique : en P
> Mg =Lp+Vpx MVg (12.31)

@ Théoreme du moment cinétique : (12.31) point P =G

> MEY = Lg (12.32)J

@ Roulement sans glissement : |la vitesse du point de contact est nulle
Ve=0 (12.33)

@ Théoreme du moment cinétique : (12.31) et (12.33) point P =C

> ME* = Le (12.34)J
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12.3 Tenseur d’inertie et équations d’Euler

@ Quantité de mouvement : solide indéformable
P=MYV; (12.35)

@ Moment cinétique : solide indéformable évalué en G

LG = |GQ (12.36))

ou lg est une application linéaire appelée tenseur d'inertie représentée
dans une base donnée (i.e. un repére) par une matrice 3 x 3 qui envoie le
vecteur vitesse angulaire €2 sur le vecteur moment cinétique L.

@ Centre de masse : symétrie de rotation (point)
P est toujours colinéaire a Vg

car la masse M est un scalaire

© Solide indéformable : pas de symétrie de rotation
L n'est pas toujours colinéaire a €2

car l'inertie | est une application linéaire
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12.3.1 Tenseur d’inertie

e Moment cinétique : théoréeme de transfert (12.19) donne (12.37)
Lg=Lo— RexP =) (OP,— OG) x mqvg = Y GPys x Mg v

e Vitesses : points GG et P, du solide indéformable (12.7)

Vo = Vg + Q2 x GP, (12.38)
e Moment cinétique : évalué en G (12.38) dans (12.37)

Lo =) GP,xmq (Vg +QxGP,)

— (Z Ma GPa> x Vo + ) ma GPy x (2 x GP,) (12.39)
o ldentité cinématique : ou r,, = GP,

Z my, GP,, = Z Mo T, =0 (11.70)

e Moment cinétique : évalué en G (11.70) dans (12.39)
Lg =) maGP, x (2 x GP,) (12.40)
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12.3.1 Tenseur d’inertie

Moment cinétique : évalué en GG

Lo =) maGP, x (2 x GP,) (12.40)

Identité vectorielle :

ax(bxec)=(a-c)b— (a-b)c (1.44)
Identité vectorielle : ou a=c=GP, et b=

GP, x ( xGP,) = (GP, -GP,)Q2— (GP,-Q)GP, (12.41)

Moment cinétique : évalué en GG (12.41) dans (12.40)

Lo =Y ma (GPO? Q- (GP, Q) GPQ) (12.42)

(8%

Vitesse angulaire : repere relatif (g1, 92, 9y3) attaché au solide

2= Z 9 = Z (2-9;)9; (12.43)
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12.3.1 Tenseur d’inertie

@ Moment cinétique : évalué en G

Lo =) ma (GPO? Q- (GP, Q) GPa) (12.42)

«

® Moment cinétique : composante Lg; = ¥; - Lg ou i=1,2,3

§i- Lo = Y, ma (GPZ(§:- @) — (- GPa) (GP Q) ) (12.44)

= 3 Y ma (GRZ (@i 9))— (9 GP.) (GPa-3;) ) (- 9))

@ Moment cinétique : image du vecteur vitesse angulaire €2 par
I"application linéaire tenseur d'inertie lg

3
ﬁi'LGZQi'Z (Z ma (GP; 1 — GP,® GP.) ﬁj) (- 95)

o

= Y; - Z Ulag;)(2-9;) =9 - (Ic Q) (12.45)
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12.3.1 Tenseur d’inertie

@ Tenseur d’inertie : application linéaire évaluée en G

lc =Y ma (GP}1— GP,QGP,) (12.46)

«

@ Application linéaire : GP.> 1 représentée par la matrice 3 x 3 diagonale
de composantes 22:1 GPOik 0;; dans la base (91, §2, Y3)

@ Application linéaire : GP, ® GP, représentée par la matrice 3 x 3
symétrique de composantes GP, ; GP, ; dans la base (91, J2, Js)

© Moment cinétique : vecteur de composante Lg ; ou 7 = 1,2,3 dans la
base (gh 'g27 gS)

3
Lai= ), lgiQ on i=1,23 (12.47)
j=1

e Tenseur d’inertie : matrice de composantes I ;; ou 7,7 = 1,2,3 dans
la base (glag%gi%)

3
Icij =), ma| Y. GP2y0ij — GPaiGPa (12.48)
k=1

87
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12.3.1 Tenseur d’inertie

@ Tenseur d’inertie : matrice de composantes Ig;; ou 4,5 =1,2,3

lgij =

@ Tenseur d’inertie

3
Z M, Z GPaQ,k 57;]' — GPa,i GPa,j

o

Q Icun :Zma GP22 + GP, EZ Ma ""025,23
(8 87

QO Igo :Zma (GPl3+GP; EZ MaTa 31
(8% (8%

Q Ilgss IZma GP21 + GP, EZ mOé,raQ,lQ
(87 (8

r«,23 = distance a 'axe Gy

r«,31 = distance a ’axe Gy

ro,12 = distance a ’axe Gy3 /

Dr. Sylvain Bréchet

(12.48)

: composantes diagonales I ;; ou ¢ =1,2,3

(12.49)

GP,

[a)

T, 12

- /9

h
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12.3.2 Moments d’inertie et axes principaux d’inertie

@ Tenseur d’inertie : |5 est représenté par une matrice 3 x 3 symétrique a
coefficients réels I ;; = Ig ji

@ Théoreme d’analyse spectrale : il existe une base orthonormée de
vecteurs propres unitaires {€1, éo, €3} liée au solide par rapport a laquelle
le tenseur d'inertie est représenté par une matrice diagonale.

@ Repeére d’inertie : repere direct (€1, é5, €3)
@ Axes principaux d’inertie : axes Geq1, Ges, Ges

Les axes principaux d'inertie d'un solide
indéformable sont ses axes de symétrie

@ Moment cinétique : repéere d'inertie

Laa Ieci 0 0 /™
Lea|=( 0 Igs 0 |[9] (1250
La.s 0 0 Igs/) \s
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12.3.2 Moments d’inertie et axes principaux d’inertie

@ Moment cinétique : en composantes dans le repere d'inertie

Lga Ic1 O 0 0
Loo|=| 0 Ie. 0 || (12.50)
Lgs 0 0 Ig 3 (3

e Moment cinétique : écriture vectorielle de (12.50)

3 3
Leg=) Leiéi= ) 1o é (12.51)
1=1

1=1

@ Moment cinétique : écriture vectorielle développée

Lo = IG,l (i é1 + IG,Q (g €9 + IG,S (3 €3 (12.52))

@ Moments d’inertie : du solide par rapport a une rotation autour des
axes principaux d'inertie Gep, Ges et Ges

Igq = Z M "“024,1 Igo = Z Mg 7“372 Igs = Z Mg 7“0%’3 (12.53)j

ou 7, ; = distance du point matériel P, a I'axe Ge; ou ¢t = 1,2, 3.
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12.3.2 Moments d’inertie et axes principaux d’inertie

@ Moments d’inertie : solides réguliers
©Q Ellipsoide : pas d'axe de symétrie
lg, # 1lg, # lg, # 1,
@ Cylindre : un axe de symétrie
lg, = 1lg; = la,
Ig, =1g, # Ig,
© Sphere : infinité d'axes de symétrie

Igl = IG2 = IG3 = [G
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12.3.2 Expérience - Etudiant - e sur un tabouret tournant

BEEREE ;
1 2 ,\%3 ‘rapide

TR0

LG = IG,3 Qg ég = cste ! LG = IG,3 Qg ég = cste

@ La somme des moments de forces du poids P et de la réaction normale
IN évalués en GG est nulle. Ainsi, le moment cinétique est conservé,

Z MSXt =0 alnsi LG = IG,S Qg ég = cste

© En ramenant les halteres vers le corps, le moment d'inertie I 3 diminue,
ce qui augmente la vitesse angulaire (23 afin de garder le moment
cinétique L constant.

@ En ¢loignant les halteres du corps, le moment d'inertie I 3 augmente, ce
qui diminue la vitesse angulaire {23 afin de garder le moment cinétique
L constant.
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12.3.3 Equations d’Euler

@ Formules de Poisson : vecteurs unitaires du repére d'inertie

& =Qxé YV i=1,23 (12.54)
@ Moment cinétique :
3
Lo =) IgiQé (12.51)
1=1

@ Solide indéformable : moments d'inertie constants
Ig;=0 V i=1,2,3 (12.55)
o Dérivée temporelle du moment cinétique : (12.51), (12.54) et (12.55)

3 3
Z Ic.i Q; é; + Z Iq.i §2 é;

3 3
G,i ;8; + Q2 x ( Z Ig,i €Y éi) (12.56)
i=1

B

Lg

1
IG,@' Qz é; + Q2 x Lg

1=1
3
1=1
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12.3.3 Equations d’Euler

Q@ Cas particulier : si Ql = QQ = Qg =0

Lo =9Qx Le (12.57) |

I n mom G
par |e vecteur Vitesse angU|aire Q

© Cas général :
Lo=1Ig1Qé +Ic208é +Ic303é3+Q x Lg
=Ig1$1é1 +1g280 €+ Ig3§)3és3

(Ql é1 + s és + (3 ég) X ([G,l () éq1 + IG,Q (o é5 + IG,3 (3 ég)

. ~/ . 7
~N" -

. =2 . . :LG
=Igi1héi+1gaé+ Igs3Q03é3+ (Igs — Ig2) 2382 €

+ (IG,l — IG,g) Ql Qg ég -+ (IG,Q — IG,I) QQ Ql ég (1258)

@ Somme des moments de forces extérieures : évalué en GG

DIMET =Y MST e+ M§S e+ Y MSS és (12.59)
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12.3.3 Equations d’Euler

@ Théoreme du moment cinétique :
> ME* = Lg (12.32)
o Equations d’Euler : (12.58) et (12.59) dans (12.32)

Q selon é;: Z Méﬁt = [G,l Ql + (IG,g — IG72) VERS
e selon ég . Z Mégs = [G,Q QQ + (IG,l — IG’g) Ql Qg (1260)

e selon é3 . Z Mce;g = IG,g Qg + (IGQ — IG71) QQ Ql

@ Théoreme du centre de masse :
Y F™=P=MVg (12.15)
e Equations du mouvement :
@ selon é;: > F&~' = MVG,l
Q@ selon éy: S ESX = MVg, (12.61)
@ selon é3: D) F = MVG,B
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